
SKRIPSI

FUNGSI-FUNGSI TERMODINAMIKA SISTEM

STATISTIKA FUZZY

Frenky Suseno Manik

03/167928/PA/09509

Departemen Pendidikan Nasional
Universitas Gadjah Mada

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
Yogyakarta

2007



SKRIPSI

FUNGSI-FUNGSI TERMODINAMIKA SISTEM

STATISTIKA FUZZY

Frenky Suseno Manik

03/167928/PA/09509

Sebagai salah satu syarat untuk memperoleh
derajat Sarjana S1 Program Studi Fisika pada Jurusan Fisika

Departemen Pendidikan Nasional
Universitas Gadjah Mada

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
Yogyakarta

2007



SKRIPSI

FUNGSI-FUNGSI TERMODINAMIKA

SISTEM STATISTIKA FUZZY

Frenky Suseno Manik

03/167928/PA/09509

Dinyatakan lulus ujian skripsi oleh tim penguji
pada tanggal 7 Desember 2006

Tim Penguji

H. Mirza Satriawan, Ph.D.
Pembimbing

Dr. Kuwat Triyana
Penguji I

Juliasih P., M.Si.
Penguji II



PERNYATAAN

Dengan ini saya menyatakan bahwa di dalam skripsi ini tidak terdapat karya
yang pernah diajukan untuk memperoleh gelar kesarjanaan di suatu pergu-
ruan tinggi dan sepanjang pengetahuan saya juga tidak terdapat karya atau
pendapat yang pernah ditulis atau diterbitkan oleh orang lain, kecuali yang
secara tertulis diacu dalam Daftar Pustaka.

Yogyakarta, 6 Februari 2007
Yang menyatakan

(Frenky Suseno Manik)



Kupersembahkan skripsi ini dengan sepenuh
cinta karena Allah kepada:

Kedua orangtuaku: Buyung Adil Manik dan Tionggar Siagian, S.Pd.
atas pengorbanan tulus yang selama ini mereka curahkan.

Untuk adik-adikku: Anwar, Hamdani, Rabiyah, Mia dan Bachtiar
yang selalu menjadi sumber inspirasiku.

Kupersembahkan pula buat Ria Mawarti tersayang
atas do’a dan motivasi penuh cinta yang selama ini ia pancarkan.

Semoga karya ini dapat menjadi pemicu
dalam mengukir berjuta prestasi yang

diridhoi-Nya, amin.

Skripsi/Frenky S.M. v



PRAKATA

“Jika engkau tak menyibukkan diri dengan kebenaran, maka dirimu akan
disibukkan dengan yang bathil.”(Imam Syafi’ie)

Alhamdulillah, tugas berat ini selesai. Setelah sekian lama kaki ini melang-
kah menapaki roda perjuangannya, akhirnya skripsi ini dapat penulis ram-
pungkan. Telah 3, 5 tahun lamanya penulis mengarungi samudera perjuangan
di kampus ini. Di tengah perjalanannya, acapkali bahtera perjuangan itu di-
hantam oleh badai dan deru ombak yang saling bersahutan. Mendebarkan.
Sungguh menakutkan. Akan tetapi bejibun kenangan dan pelajaran yang di-
dapat. Sungguh dunia kampus merupakan sebuah fase kehidupan yang sangat
berharga.

Celakanya, sering pula cobaan dan deraan topan itu membuat penulis
lemah tak berdaya. Pernah suatu ketika kapal itu hampir karam tanpa adanya
motovasi dan keinginan yang kuat memecah ombak. Akibatnya, rasa jenuh,
malas dan futur terus menjangkiti tekad bak virus yang mematikan potensi.

Namun, pujian bagi Allah, tantangan itu akhirnya terlewati jua dengan
menyisakan sebuah kenangan pembelajaran yang sangat berharga; terlebih
saat rintangan dan terjangan tersebut dapat penulis lewati dengan sikap ikhlas
dan penuh kesabaran. Hingga kemudian, atas izin-Nya, penulis berhasil menye-
lesaikan studi dan memperoleh gelar pertama -Sarjana Sains (S.Si)- dari Pro-
gram Studi Fisika Universitas Gadjah Mada. Alhamdulillah.

Tiada kata lain yang patut terucap melainkan ungkap rasa syukur yang
teramat sangat kepada Allah Yang Maha Agung atas segala petunjuk dan
kemudahan langkah yang Ia curahkan selama ini, sehingga bahtera pertama
pun telah sampai ke pelabuhan menuju tujuan terbaiknya. Penulis sangat
bersyukur atas kemudahan, kesempatan dan kelapangan ilmu yang Allah swt.
curahkan. Semoga Dia juga memberikan kesempatan bagi penulis untuk dapat
mengenyam jenjang pendidikan lanjut melalui bahtera perjuangan berikutnya.
Amiin.

Bagi penulis, karya ini merupakan anugerah yang sangat berharga. Sebuah
karya pena yang turut mempengaruhi pemikiran penulis. Sebab, karya ini men-
guatkan detak potensi kreatifitas maupun produktifitas dalam berkarya dan
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Prakata

dengannya pula penulis semakin termotivasi untuk dapat menelurkan karya-
karya selanjutnya. InsyaAllah.

Untuk itu, pada kesempatan ini, sungguh bahagianya hati ini kala bisa
menghaturkan ungkap rasa terimakasih penulis kepada pihak-pihak yang telah
banyak membantu, sehingga skripsi ini dapat terselesaikan dengan baik. Tentu,
tanpa dukungan dan partisipasi mereka, kesuksesan ini tidak dapat diraih.
Secara khusus, perkenankan penulis menyampaikan ucapan terimakasih itu
dengan sepenuh rasa hormat kepada orang-orang yang penulis sebutkan di
lembar ‘Ucapan Terimakasih’. Namun, tidaklah mungkin lembar yang ter-
batas ini bisa menyebutkan semua orang yang telah berjasa. Hanya doa yang
dapat penulis pancarkan; semoga Allah swt. selalu mencurahkan hidayah dan
karunia-Nya kepada mereka semua. Aamiin Ya Rabbal’alamiin.

Demikian pengantar dari penulis; dan mohon maaf atas segala kesalahan
dan kekurangan yang mungkin penulis perbuat, baik sengaja maupun dikala
lupa, di dalam penyajian Tugas Akhir ini. Oleh itu, kritikan yang memba-
ngun sangat penulis nantikan dari para Pembaca demi perkembangan ilmu
pengetahuan dan kesejahteraan manusia.

Terakhir, dengan penuh cinta, penulis persembahkan karya ini sebagai
darma bakti kepada Rabb semesta alam. Semoga bermanfaat!

Frenky Suseno Manik
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ARTI LAMBANG DAN SINGKATAN

Lambang matematika dan fisika maupun singkatan beserta artinya yang
digunakan dalam skripsi ini adalah sebagai berikut:

Z Fungsi partisi kanonik lengkap suatu sistem

m Aras energi

FPKL Fungsi partisi kanonik lengkap

T Temperatur

k Tetapan Boltzmann (k = 1, 38× 10−23 J/K)

µ Potensial kimia

V Volume

N Rerata jumlah partikel

S Entropi

U Energi internal

CV Panas jenis

Φ Potensial termodinamik sistem sebarang

sλ Polinomial Schur

∆ Polinomial Vandermonde

λn Partisi

E Energi

Ĥ Hamiltonian

Hλ Ruang Hilbert bertipe simetri λ

N̂α Operator pencacah banyaknya partikel yang berada pada |iα〉
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INTISARI

Oleh:

Frenky Suseno Manik
03/167928/PA/09509

Telah dilakukan perhitungan fungsi-fungsi termodinamika sistem partikel gas
ideal yang memenuhi statistika fuzzy (0, 2) melalui deskripsi fungsi partisi ka-
nonik lengkapnya yang ekstensif dan uniter. Karakteristik fungsi-fungsi termo-
dinamika sistem statistika fuzzy (0, 2) yang diperoleh dan ditampilkan dalam
bentuk grafik menyerupai sistem Fermi gas ideal untuk beberapa fungsi ter-
modinamika (N , U , S, dan CV ), namun nilainya relatif lebih tinggi kecuali
energi internal U . Sistem statistika fuzzy (0, 2) ini juga mensyaratkan µ ≤ 0.

Katakunci: Statistika Fuzzy, Fungsi-fungsi Termodinamika.
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ABSTRACT

By:

Frenky Suseno Manik
03/167928/PA/09509

We have calculated the thermodynamics functions for a system of ideal gas
particles obeying (0, 2)-fuzzy statistics through its grand canonical partition
functions. The characteristics of the thermodynamics functions of the obtained
(0, 2)-fuzzy statistics, which is presented in the form of graphics, are similar
to the ideal Fermi gas system for several thermodynamics functions (N , U , S,
and CV ), but with relative higher values except for internal energy U . This
(0, 2)-fuzzy statistics system also requires µ ≤ 0.

Keywords: Fuzzy Statistics, Functions of Thermodynamics.
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Bab I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Mekanika statistik menunjukkan bahwa sifat makroskopik sistem banyak par-

tikel sebenarnya berhubungan erat dengan sifat mikroskopik partikel-partikel

tersebut. Walaupun mekanika statistik tidak dapat menjelaskan interaksi an-

tar partikel individual, tinjauan terhadap interaksi rata-rata maupun perilaku

interaksi partikel dengan peluang terbesar mampu memberikan informasi me-

ngenai besaran-besaran fisis yang menggambarkan sifat makroskopiknya.

Di alam, partikel-partikel yang ada dapat diklasifikasikan kepada dua je-

nis statistik. Jenis statistik partikel pertama adalah golongan partikel-partikel

yang memenuhi kaidah statistika Bose-Einstein sedangkan yang kedua adalah

partikel-partikel yang memenuhi kaidah statistika Fermi-Dirac.

Partikel-partikel yang memenuhi statistik Bose-Einstein disebut partikel-

partikel boson yang fungsi gelombangnya simetrik terhadap pertukaran se-

barang dua partikelnya. Contohnya antara lain foton, partikel alfa dan atom

Helium. Sedangkan partikel-partikel fermion adalah partikel yang memenuhi

statistika Fermi-Dirac, yaitu partikel-partikel yang fungsi gelombangnya an-

tisimetrik terhadap pertukaran sebarang dua partikel. Contohnya antara lain

proton, neutron dan elektron.
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I Pendahuluan

Masing-masing jenis statistik partikel ini akan memerikan dan mengatur

perilaku maupun keadaan anggota sistem partikelnya untuk menempati se-

jumlah energi tertentu yang diperbolehkan. Dengannya, dapat pula diperoleh

informasi berapa banyak partikel yang menempati energi-energi tertentu. Ke-

dua jenis statistika tersebut sudah dibuktikan kebenarannya melalui berbagai

eksperimen.

Akan tetapi, telah banyak pula para fisikawan yang berusaha membuat

formulasi statistika sistem banyak partikel yang lebih umum dari jenis statis-

tika yang telah ada, baik dengan membuat jenis statistika partikel yang baru,

maupun dengan menggeneralisasi statistika Bose dan Fermi.

Perkembangan ini tidak terlepas dari pemahaman bahwa kaidah-kaidah

mekanika kuantum tidak menentukan jenis statistika partikel, sehingga men-

jadi salah satu pertanyaan besar mengapa hanya ada statistika Bose-Einstein

dan Fermi-Dirac di alam, atau dimungkinkan ada jenis statistika yang lain?

Hal inilah yang membuat beberapa fisikawan merumuskan jenis statistik

baru kendati pun secara eksperimen belum ada sistem partikel yang meme-

nuhi jenis statistika tersebut. Walaupun jenis statistika baru ini belum ter-

uji di ranah eksperimen, sebagian dari teori-teori ini dapat digunakan untuk

menganalisa sistem-sistem tertentu sebagai teori efektif, tidak sebagai teori

fundamental, yaitu penggunaan statistika baru ini efektif secara fenomenologis

dalam menjelaskan beberapa kasus tertentu; misalnya penggunaan statistika

anyon untuk sistem partikel yang geraknya terbatas di dalam dua dimensi.

Usaha untuk membuat teori statistika selain statistika Bose-Einstein dan

Fermi-Dirac dilakukan pertama kali oleh Gentile (1940) dengan membolehkan

lebih dari satu partikel dengan bilangan kuantum yang sama (pada level energi

yang sama), sehingga tidak seperti fermion, tetapi maksimum jumlah partikel

yang dapat memiliki bilangan kuantum yang sama tidak tak terbatas, sehingga
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tidak seperti boson.

Beberapa jenis statistik partikel selain Bose dan Fermi yang telah diperke-

nalkan antara lain: null statistics, “doubly-infinite” statistics, orthofermi statis-

tics, hubbard statistics, dan lain-lain (Mishra dan Rajasekaran, 1995). Jenis sta-

tistik yang merupakan hasil generalisasi dari statistik yang telah ada antara

lain: intermediate statistics, parastatistics, infinite statistics, paronic statistics,

anyon statistics, dan lain-lain (Greenberg, 1993).

Jenis statistika lainnya adalah statistika fuzzy, yang pertama kali diperke-

nalkan oleh Imbo (Satriawan, 2002), menarik untuk diselidiki lebih lanjut.

Walaupun tidak ada indikasi bahwa partikel-partikel fundamental yang ada

di alam saat ini memenuhi aturan statistika fuzzy, teori ini amat menantang

untuk ditelaah karena statistika fuzzy merupakan salah satu bentuk statistika

ekstensif yang umum.

Dalam kerangka berfikir statistika fuzzy, statistika Bose dan Fermi meru-

pakan kasus khusus untuk suatu nilai parameter-parameter tertentu. Dari sifat

statistika tersebut, dapat dijadikan dasar untuk mengklarifikasi apakah suatu

sistem fisis memenuhi statistik ini atau tidak. Sifat-sifat termodinamika sistem

statistika ini, bisa diketahui dari grand canonical partition function (GCPF)

atau fungsi partisi kanonik lengkapnya (FPKL).

Dalam skripsi ini, akan dihitung beberapa fungsi termodinamika sederhana

untuk sistem banyak partikel identik yang memenuhi aturan statistika fuzzy.

Fungsi FPKL statistika fuzzy akan digunakan sebagai dasar untuk menghitung

besaran-besaran termodinamika yang sederhana, seperti rerata jumlah total

partikel N , entropi S, energi internal U dan panas jenis CV .
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1.2 Batasan Permasalahan

Dalam penulisan Tugas Akhir ini, perlu dikemukakan batasan-batasan per-

masalahan agar pokok-pokok bahasan dapat lebih terfokus:

1. Sistem partikel yang ditinjau adalah sitem partikel-partikel identik be-

bas tidak saling berinteraksi (sistem gas ideal) yang mengikuti statistika

fuzzy (0, 2).

2. Besaran-besaran termodinamika yang dihitung adalah besaran-besaran

termodinamika sederhana yang diperoleh melalui fungsi partisi kanonik

lengkap Z, seperti: jumlah rerata partikel N , entropi S, energi internal

U dan panas jenis CV .

1.3 Tujuan

Tugas Akhir ini dimaksudkan untuk:

1. Menghitung fungsi-fungsi termodinamika sederhana untuk model sistem

statistika fuzzy yang ditampilkan juga dalam bentuk grafik.

2. Mengetahui kecenderungan dan kelakuan fungsi-fungsi termodinamika

model sistem statistika fuzzy.

1.4 Metode Penelitian

Penelitian Tugas Akhir ini dilakukan dengan studi literatur dan disertai per-

hitungan sederhana dengan bantuan program maple 9.5.
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1.5 Sistematika Penelitian

Tugas Akhir ini terdiri dari beberapa bab dan masing-masing bab dipecah

dalam beberapa sub-bab dengan memerinci pokok-pokok permasalahan, se-

hingga penyajian Tugas Akhir ini dapat dilakukan secara sistematis.

Bab I : Pendahuluan; berisi uraian mengenai hal-hal yang melatarbelakangi

penulisan, batasan permasalahan, sistematika penulisan dan faedah penulisan.

Bab II : Fungsi Partisi Kanonik Lengkap Statistika Fuzzy; berisi uraian

tentang fungsi partisi kanonik lengkap dan fungsi-fungsi termodinamika lain

yang terkait dengannya.

Bab III : Perhitungan Fungsi-fungsi Termodinamika Sistem Statistika

Fuzzy; berisi hasil-hasil perhitungan fungsi-fungsi termodinamika sederhana

untuk sistem statistika fuzzy dan pembahasan mengenai kecenderungan fungsi-

fungsi termodinamika yang diperoleh dari perhitungan dan dilengkapi pula

dengan tampilan grafik.

Bab IV : Kesimpulan dan Saran
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FUNGSI PARTISI KANONIK LENGKAP

SISTEM STATISTIKA FUZZY

2.1 Pengantar

Dalam termodinamika, biasanya sifat-sifat atau keadaan sistem ditentukan

oleh besaran-besaran seperti volume V , temperatur T , tekanan P , kapasitas

panas dan sebagainya. Besaran-besaran itu disebut koordinat termodinamik

atau koordinat sistem karena mempunyai sifat-sifat khusus pada keadaan sis-

tem tertentu. Oleh karena koordinat termodinamik turut mempengaruhi dan

menentukan sifat-sifat serta keadaan sistem, maka koordinat termodinamika

juga disebut variabel keadaan sistem.

Variabel keadaan sistem dapat dibagi atas dua jenis yaitu variabel keadaan

yang dipengaruhi oleh massa total sistem atau jumlah mol disebut variabel

ekstensif dan variabel keadaan yang tidak dipengaruhi oleh massa total sistem

disebut variabel intensif.

Agar dapat menjamin kuantitas termodinamika (seperti entropi, energi

dalam, jumlah partikel, dll.) berperilaku sebagai fungsi yang ekstensif, yaitu

fungsi yang turut berubah seiring dengan berubahnya massa atau volume sis-

tem, Fungsi Partisi Kanonik Lengkapnya (FPKL) haruslah memenuhi aturan

tertentu.
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2.2 Ekstensifitas dan Faktorisasi FPKL

Untuk statistika Bose dan Fermi, ekstensifitas merupakan akibat faktorisasi

FPKL menjadi FPKL untuk level energi tunggal.

Z(x1, . . . , xm) =
m∏

i=1

Z(xi) (2.1)

dengan xi = eβ(µ−Ei) dan m adalah jumlah energi level.

Mudah dimengerti bahwa apabila FPKL pada suatu sistem sebarang ter-

faktoriasi dengan cara seperti ini, pada limit energi kontinum, maka kita akan

mempunyai sebuah sistem yang ekstensif pula.

Sebagai ilustrasi, tinjau suatu potensial termodinamik Φ sistem sebarang.

Potensial termodinamik Φ didefenisikan sebagai logaritma dari FPKL sehingga

nilainya akan menjadi jumlahan logoritma FPKL tersebut. Kemudian, dalam

penjabarannya, akan muncul suatu besaran V yang menunjukkan potensial

termodinamik Φ sebanding dengan V . Dengan demikian terbukti bahwa Φ

merupakan variabel keadaan sistem yang bersifat ekstensif oleh karena fak-

torisasi FPKL seperti di atas.

Berikut deskripsi singkat besaran Φ akibat faktorisasi pada persamaan (2.1)

di atas.

Φ = − 1

β
log Z(x1, . . . , xm) = − 1

β

m∑
i=1

log Z(xi) (2.2)

Ketika limit energi kontinum, jumlahan di dalam persamaan (2.2) dapat

diganti dengan pengintegralan untuk seluruh ruang fasa yang invarian.

∑
i

→
∫

d3r d3p

h3
=

4πV

h3

∫
p2 dp (2.3)

dengan p adalah momentum, h adalah tetapan Planck, sedangkan V adalah
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II Fungsi Partisi Kanonik Lengkap Sistem Statistika Fuzzy

volume. Sehingga potensial termodinamik sistem tersebut bersifat ekstensif.

Dengan demikian telah tampak bahwa apabila FPKL pada suatu sistem

sebarang terfaktoriasi dengan cara seperti persamaan (2.1), pada limit energi

kontinum, maka akan didapat suatu sistem yang ekstensif. Secara umum, eks-

tensifitas suatu kuantitas termodinamika sebenarnya bukan hanya dibatasi

oleh sifat tersebut. Dengan kata lain, ektensifitas pun dimungkinkan tanpa

harus akibat dari faktorisasi FPKL di atas.

Akan tetapi, dalam Tugas Akhir ini, kami hanya akan meninjau sifat eks-

tensifitas sebagai suatu akibat dari faktorisasi seperti pada persamaan (2.1).

Faktorisasi ini pertama kali diperkenalkan oleh Polychronakos (1996) yang ia

sebut sebagai dekomposisi gugus kuat (strong cluster decomposition).

2.3 Statistika Kuantum

Beberapa upaya telah digagas untuk mendapatkan bentuk statistika kuantum

yang ekstensif dan secara langsung berinterpolasi di antara statistika Bose

dan Fermi. Meskipun model-model statistika ini bukan satu kesatuan yang

padu, teori ini juga tampak efektif kaitannya dalam beberapa konteks kajian,

misalnya quons statistics yang diperkenalkan oleh Greenberg (1993).

Sebelumnya Hartle dkk. (1970) telah menunjukkan bahwa parastatistik me-

rupakan salah satu dari teori-teori kuantum statistik yang memenuhi kaidah

dekomposisi gugus (cluster decomposition). Kaidah ini menyatakan bahwa pen-

gukuran besaran-besaran fisika untuk partikel-partikel yang terisolasi tidak

bergantung pada ada atau tidak adanya partikel-partikel lain di tempat

berbeda yang cukup jauh.

Beberapa tahun kemudian, (Polychronakos, 1996; Meljanac dkk., 1996;

Chaturvedi dan Srinivasan, 1997) berhasil merumuskan FPKL untuk jenis sta-
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tistik baru tersebut, yaitu parastatistik, yang merupakan hasil generalisasi dari

statistik Bose dan Fermi.

Dalam subbab ini kami akan menyajikan ulang penjabaran FPKL umum

suatu sistem partikel identik yang ekstensif dan uniter agar didapatkan suatu

jenis statistika baru yang merupakan hasil generalisasi dari statistik Bose dan

Fermi. Adapun yang kami maksud dengan ekstensif adalah kondisi suatu sis-

tem sebarang yang FPKL-nya terfaktorisasi seperti pada persamaan (2.1).

Sedangkan yang kami maksud dengan uniter ialah tidak adanya probabili-

tas negatif terkait dengan sistem kuantum statistik yang dideskripsikan oleh

FPKL.

2.4 Fungsi Partisi Kanonik Lengkap

Tinjau suatu sistem partikel-partikel yang tidak saling berinteraksi, dengan

Hamiltoniannya diberikan oleh

Ĥ =
m∑
α

EαN̂α (2.4)

dimana Eα merupakan energi keadaan kuantum partikel tunggal |iα〉 dan N̂α

merupakan operator yang mencacah banyaknya partikel yang berada pada |iα〉,

sedangkan m menunjukkan jumlah aras energi yang berbeda (dapat merosot),

dinotasikan sebagai iα = 1, . . . ,m, dengan m dapat tak berhingga.

Secara umum, FPKL dapat ditulis sebagai [lihat misalnya: Huang (1965);

Sears dan Sallinger (1975); Greiner dkk. (1995)]

Z(x1, . . . , xm) = Tr eβ(µN̂−Ĥ) (2.5)

dengan xi = eβ(µ−Ei), β = 1/kT , T adalah temperatur mutlak, k adalah kon-
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stanta Boltzmann (k = 1, 38 × 10−23 J/K) dan µ adalah potensial kimia.

Sedangkan trace-nya meliputi semua keadaan yang ada pada sistem yang di-

tinjau.

FPKL untuk sistem partikel identik yang invarian terhadap permutasi

partikel telah diformulasikan secara terpisah oleh Polychronakos (1996); Mel-

janac dkk. (1996); Chaturvedi dan Srinivasan (1997), dalam bentuk jumlahan

polinomial-polinomial Schur

Z(x1, . . . , xm) =
∑
λ∈Λ

sλ(x1, . . . , xm) (2.6)

dengan Λ bergantung pada jenis statistik partikel yang ditinjau. Sedangkan

polinomial Schur, sλ(x1, . . . , xm), merupakan polinomial simetris dalam varia-

bel m yang didefenisikan sebagai berikut (Fulton, 1991):

sλ(x1, . . . , xm) =


|xm+λi−i

j |
∆(x1,...,xm)

untuk λm+1 = 0

0 lainnya

(2.7)

dengan ∆(x1, . . . , xm) =
∏m

i<j(xi − xj) adalah polinomial Vandermonde.

Bentuk polinomial Schur bergantung pada parameter λ yang merupakan

partisi dari suatu bilangan bulat n, dimana λ = (λ1 . . . λn) dengan λi ≥ λi +1,

dan
∑

i λi = n. Untuk setiap λ terkait suatu tabel Young yang berupa kotak-

kotak rata kiri dengan λi kotak pada baris ke-i.

Satriawan (2002) telah memodifikasi ulang FPKL di atas untuk suatu sis-

tem parastatistik yang diperumum. Adapun bentuk FPKL parastatistik yang

telah diperumum tersebut (untuk seluruh λ) adalah sebagai berikut

Z(x1, . . . , xm) =
∑

semua λ

cλ sλ(x1, . . . , xm) (2.8)
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dengan cλ dapat diinterpretasikan sebagai probabilitas keberadaan state par-

tikel dengan tipe simetri λ tertentu.

Dalam parastatistik biasa, nilai cλ selalu satu atau nol. Sedangkan di sini,

nilai cλ adalah sebarang bilangan riil non-negatif untuk memenuhi syarat

uniter yang telah disebutkan di atas. Jika cλ = 0, kasus ini mempunyai makna

bahwa tidak ada state yang bertipe simetri λ di dalam sistem tersebut.

2.5 Statistika Fuzzy

Beberapa sifat dari fungsi Schur adalah sλ(x) = xn jika λ = (n) (representasi

trivial) dan sλ(x) = 0 selainnya, sehingga Z(x) =
∑∞

k=0 c(k) xk, dimana c(k)

adalah cλ untuk λ = (k). Apabila persamaan (2.8) dimasukkan ke dalam

persamaan (2.1), akan diperoleh

∑
semua λ

cλ sλ(x1, . . . , xm) =
m∏

i=1

∑
ki

c(ki)s(ki)(xi)

=
∑

k1,...,km

c(k1) · · · c(km) xk1
1 · · ·xkm

m

(2.9)

Dengan menulis ulang jumlahan seluruh ki di atas sebagai suatu jumlahan

yang melingkupi seluruh bilangan bulat n ≥ 0 untuk seluruh ki, k1+· · ·+km =

n, dan dengan menggunakan “polinomial monomial simetri“ (Fulton, 1991),

kita dapat menggantikan relasi di atas menjadi

∑
semua λ

cλ sλ(x1, . . . , xm) =
∑

semua ν

c(ν1) · · · c(νm) mν(x1, . . . , xm) (2.10)

Melalui relasi polinomial Schur dan ‘monomial simetri polinomial’ (Fulton,

1991)

sλ(x1, . . . , xm) =
∑

ν

Kλν mν(x1, . . . , xm), (2.11)
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dimana Kλν adalah suatu konstanta yang dikenal sebagai bilangan Kostka,

persamaan (2.10) menjadi

∑
ν

∑
semua λ

cλKλν mν(x1, . . . , xm) =
∑

ν

c(ν1) · · · c(νm) mν(x1, . . . , xm) (2.12)

Untuk ν yang berbeda-beda, mν(x1, . . . , xm) adalah bebas linear, maka

diperoleh relasi ∑
λ

Kλν cλ = c(ν1) · · · c(νm) (2.13)

Dari teori fungsi simetri diketahui bahwa hubungan ini ternyata sama

dengan relasi determinan untuk setiap λ (Fulton, 1991)

cλ = det
(
c(λi+j−i)

)
(2.14)

Dengan demikian, bila semua nilai-nilai c(k) telah diberikan maka semua

nilai cλ dapat ditentukan pula. Ini merupakan suatu pencerminan terhadap

fakta bahwa seluruh informasi di dalam suatu FPKL yang ekstensif sebenarnya

terkandung di dalam FPKL energi tunggal.

Sejauh ini kita belum menambahkan sesuatu ikhtisar yang menjelaskan arti

fisis cλ. Berikut akan ditunjukkan makna fisis cλ tersebut.

Dari persamaan (2.13) untuk ν = (1, 1, . . . , 1) ≡ (1n) dapat diperoleh

∑
λ`n

dλcλ = cn
(1), (2.15)

dimana digunakan fakta bahwa Kλ(1n) = dλ. Di sini, dλ adalah dimensi wakilan

λ grup Sn.

Nilai c(1) secara umum adalah 1, yang berarti bahwa hanya ada 1 state

untuk keadaan satu partikel (dengan bilangan kuantum tertentu). Akibatnya,
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dalam hal ini, kita mempunyai
∑

λ`n dλcλ = 1 yang memuat interpretasi pro-

babilitas untuk cλ.

Koefisien dλ, di dalam persamaan (2.15), juga sama dengan jumlah (mak-

simum) sub ruang tak tereduksi Sn yang terkait dengan λ. Untuk itu, dλcλ da-

pat dimaknai pula sebagai probabilitas keadaan sistem berada di dalam ruang

Hilbert yang bertipe simetri λ, yaitu Hλ. Selain itu, cλ dapat juga diinterpre-

tasikan sebagai dimensi pecahan sistem partikel pada Hλ, mengikuti semangat

fractional exclusion statistics yang diperkenalkan oleh Haldene (1991). Walau

bagaimanapun, cλ harus selalu non-negatif agar memenuhi syarat uniter. Akan

tetapi, tidak cukup memastikan cλ non-negatif dengan membuat c(k) non-

negatif.

Kondisi uniter mensyaratkan determinan pada persamaan (2.14) bernilai

non-negatif. Dan telah ditunjukkan bahwa kondisi tersebut berlaku untuk c(k)

yang memenuhi persamaan fungsi generasi berikut (Satriawan, 2002), yaitu

∑
k

c(k)t
k =

p∏
j=1

q∏
i=1

eγt (1 + αit)

(1− βjt)
, (2.16)

dengan αi, βj dan γ ≥ 0 dan memenuhi kaitan
∑q

i=1 αi +
∑p

j=1 βj + γ = 1

(karena c(1) = 1).

Jika kita memilih t = x, fungsi generasi ini sebenarnya tiada lain adalah

FPKL untuk level energi tunggal. Jadi, FPKL untuk satu partikel tunggal

dapat dituliskan sebagai berikut

Z(x) =

p∏
j=1

q∏
i=1

eγx (1 + αix)

(1− βjx)
. (2.17)

Setiap pemilihan parameter-parameter αi, βj dan γ didefenisikan sebagai

suatu tipe statistika kuantum untuk partikel-partikel identik yang ekstensif
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dan uniter.

Selain itu parameter-parameter ini juga memerikan berbagai tipe statis-

tika yang beragam. Jenis statistika kuantum seperti ini, bekerja pada sistem

partikel-partikel identik yang ekstensif dan uniter, disebut statistika fuzzy (Sat-

riawan, 2002).

Sedangkan fungsi partisi kanonik lengkap sistem statistitika fuzzy ini,

dalam m energi level, berdasarkan persamaan (2.1) dan (2.17), adalah sebagai

berikut

Z(x1, . . . , xm) =
m∏

i=1

p∏
j=1

q∏
k=1

eγxi
(1 + αkxi)

(1− βjxi)
. (2.18)

Apabila γ = 0, relasi di dalam persamaan (2.16) merupakan fungsi generasi

untuk fungsi simetri lengkap polinomial superSchur h(k)(α1, . . . αq; β1, . . . , βp)

yaitu

c(k) = h(k)(α1, . . . αq; β1, . . . , βp) (2.19)

Karena itu, cλ = sλ(α1, . . . , αq; β1, . . . , βp) (polinomial superSchur). Nilai

sλ(α1, . . . , αq; β1, . . . , βp) akan lenyap ketika λ di luar cakupan (p, q) 1, dan

selalu bernilai positif untuk λ yang berada di dalam cakupan (p, q). Kasus ini

disebut statistitika fuzzy (p, q). Nilai-nilai p dan q tersebut, dalam kerangka

berfikir statistika fuzzy, akan menentukan berapa buah parameter α dan β

muncul di dalam FPKL-nya.

Statistika Bose dan Fermi adalah kasus khusus dari tipe statistika ini.

Untuk kasus Fermi, hanya ada satu parameter α, sedangkan kasus Bose muncul

satu parameter β, ketika parameter lainnya nol (sesuai dengan statistika fuzzy

(0, 1) dan (1, 0) untuk masing-masing Fermi dan Bose). Di dalam statistika

fuzzy (0, q) tampak bahwa c(n) akan lenyap apabila n > q. Jadi, untuk kasus

ini, tidak ada state n-partikel yang seluruh partikelnya mempunyai bilangan

1 Cakupan (p, q) adalah semua partisi λ dengan λp+1 ≤ q
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kuantum sama, yang merupakan generalisasi prinsip larangan Pauli.

Ketika γ 6= 0, kita dapat menganggap eγt sebagai suatu limit yang meme-

nuhi faktor berikut

eγt = limn→∞

∞∏
i=1

(1 +
γt

n
)n (2.20)

Kemudian, kita dapat menganggap γ/n sebagai bentuk lain dari αi. Wa-

laupun faktorisasi ini tidak unik, cλ masih boleh dipanandang -di dalam ka-

sus ini- sebagai sebuah jenis polinomial superSchur umum dengan parameter-

parameter αi yang tidak terbatas banyaknya. Oleh karena itu ketika γ 6= 0

semua cλ tidak akan lenyap, walaupun mungkin seluruh cλ tersebut bernilai

sangat kecil untuk kondisi n yang sangat besar. Kasus ini dapat kita sebut

statistika fuzzy tidak terhingga (fuzzy infinite statistics).

Sebuah kasus khusus saat seluruh αi dan βi bernilai nol dan γ = 1, akan

diperoleh cλ = dλ/n!. Persamaan (2.16) ini sama dengan level energi tunggal

FPKL untuk jenis statistika Maxwell-Boltzmann (MB) yang sudah terkoreksi

Gibbs. Walaupun statistika MB dapat dilihat sebagai batas klasik statistika

Bose dan Fermi, di sini kita dapat meninjaunya sebagai suatu bentuk mendasar

jenis statistika fuzzy.
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Bab III

PERHITUNGAN FUNGSI-FUNGSI

TERMODINAMIKA SISTEM STATISTIKA

FUZZY

Fungsi partisi kanonik lengkap (FPKL) pada persamaan (2.18) merupakan

fungsi partisi sistem statistika fuzzy untuk sistem partikel identik bebas yang

tidak saling berinteraksi di dalam m energi level. Sistem statistika ini amat

menarik untuk ditelaah karena merupakan salah satu bentuk statistika eksten-

sif yang umum. Penggambaran fungsi-fungsi termodinamika sistem statistika

fuzzy tersebut dapat diperoleh melalui deskripsi FPKL-nya.

3.1 Deskripsi Besaran Termodinamika

Melalui FPKL Suatu Sistem

Tinjau suatu model aras energi untuk sistem fisis berupa sistem partikel iden-

tik bebas yang tidak saling berinteraksi (gas ideal). Energi setiap partikelnya

diasumsikan diberikan oleh

εk =
~2~k2

2m
(3.1)

dengan m adalah massa partikel dan ~ ~k adalah momentum.

Penjabaran besaran-besaran termodinamika (seperti rerata jumlah partikel

N , entropi S, energi internal U dan panas spesifik CV ) yang dideskripsikan dari
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III Perhitungan Fungsi-fungsi Termodinamika Sistem Statistika Fuzzy

fungsi partisi kanonik lengkap Z, dapat diperoleh melalui potensial kanonik

lengkapnya, yaitu

Φ(T, V, µ) = −kT ln Z(T, V, µ) (3.2)

dengan µ adalah potensial kimia.

Rerata jumlah partikel N merupakan besaran ekstensif. Untuk sistem yang

terbuka (ensembel makrokanonik) —yaitu suatu sistem yang dapat melakukan

pertukaran partikel dan energi dengan lingkungannya— jumlah partikelnya

tidak tetap, tetapi rerata jumlah partikel dapat diketahui melalui [lihat misal-

nya: Huang (1965), Sears dan Sallinger (1975), Greiner, dkk., (1995)]

N(T, V, µ) = −∂Φ

∂µ

∣∣∣∣∣
T, V

(3.3)

Entropi suatu sistem yang terbuka (ensembel makrokanonik) dapat diper-

oleh melalui:

S(T, V, µ) = −∂Φ

∂T

∣∣∣∣∣
V, µ

(3.4)

Untuk sistem yang terbuka (ensembel makrokanonik), energi sistem tidak tetap

melainkan berfluktuasi disekitar suatu nilai rerata yang tercapai saat sistem

berada dalam keadaan setimbang termal dengan lingkungan. Rerata energi

internal sistem dapat diperoleh dari [lihat misalnya: Huang (1965); Sears dan

Sallinger (1975); Greiner dkk. (1995)]

U(T, V, µ) = −∂ ln Z

∂β

∣∣∣∣∣
z, V

(3.5)

Sedangkan panas jenis suatu zat didefenisikan sebagai energi panas yang diper-

lukan untuk menaikkan suhu satu satuan massa zat naik satu derajat satuan

suhu. Pada volume tetap, panas jenis CV dirumuskan sebagai
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III Perhitungan Fungsi-fungsi Termodinamika Sistem Statistika Fuzzy

CV (T ) =
∂U

∂T

∣∣∣∣∣
N, V

(3.6)

3.2 Perhitungan Fungsi-fungsi

Termodinamika Sistem Statistika Fuzzy (0, 2)

Keunikan statistitika fuzzy (p, q) terletak pada sifatnya yang memiliki FPKL

ekstensif. Selain itu, statistika ini juga menarik karena keumumannya dalam

memerikan dan mengatur perilaku maupun keadaan anggota sistem partikel-

nya berdasarkan parameter p dan q tertentu.

Perhitungan fungsi-fungsi termodinamika sistem statistika fuzzy (1, 1) telah

dilakukan oleh Martell (1999) dan King (1999). Sistem ini berinterpolasi antara

sistem Bosan dan Fermion. Fungsi-fungsi termodinamika yang mereka temukan

menghasilkan suatu sifat termodinamik yang berubah secara kontinum antara

Boson dan Fermion.

Sedangkan perhitungan fungsi-fungsi termodinamika sistem statistika fuzzy

(2, 0) atau (0, 2), serta penampilannya dalam bentuk grafik, belum pernah di-

lakukan. Kedua statistika ini sangat menarik. Sebab, kedua statistika ini meru-

pakan statistika yang paling dekat pergeserannya dari sistem statistika Boson

dan Fermion. Sistem statistika fuzzy (2, 0), merupakan bentuk sistem statistika

yang bergeser (menyimpang) paling ‘dekat’ dari sistem Boson. Sedangkan sis-

tem statistika fuzzy (0, 2), merupakan bentuk sistem statistika yang bertransisi

paling ‘dekat’ dari sistem Fermion.

Kajian dalam Tugas Akhir ini hanya meninjau sistem statistika fuzzy (0, 2)

agar dapat diketahui bagaimana sebenarnya sifat-sifat termodinamika suatu

sistem yang menyimpang sedikit dari sistem Fermi. Sistem statistika fuzzy

(0, 2) mengandung arti bahwa ada dua parameter α yang muncul di dalam
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III Perhitungan Fungsi-fungsi Termodinamika Sistem Statistika Fuzzy

tampilan FPKL-nya ketika parameter γ dan β bernilai nol. Sedangkan fungsi

partisi kanonik lengkap sistem statistika fuzzy (0, 2) ini, dalam m tingkat

energi, dapat dituliskan sebagai berikut:

Z(x1, . . . , xm) =
m∏

i=1

(1 + α1xi)(1 + α2xi) (3.7)

dengan α1 + α2 = 1.

Cara untuk mendapatkan besaran-besaran termodinamika (seperti rerata

jumlah partikel N , entropi S, energi internal U dan panas spesifik CV ) sistem

statistika fuzzy (0, 2) ini, mirip dengan metodologi penjabaran sifat-sifat ter-

modinamika pada sistem Fermi gas ideal. Untuk itu, penentuan sifat-sifat ter-

modinamika sistem statistika fuzzy (0, 2) juga bermula dari logaritma FPKL-

nya.

q(T, V, z) = ln Z =
∑

i

ln(1 + α1xi) +
∑

i

ln(1 + α2xi) (3.8)

dengan xi = z e−βεi , sedangkan z adalah fugasitas yang bernilai eβµ. Sehingga

persamaan tersebut dapat dituliskan kembali menjadi:

q(T, V, z) = ln Z =
∑

i

ln(1 + α1z e−βεi) +
∑

i

ln(1 + α2z e−βεi) (3.9)

Dengan mendefenisikan z1 ≡ α1z dan z2 ≡ α2z, penyajian q(T, V, z) dapat

lebih dipersingkat sehingga bentuknya menyerupai kasus Fermi; akan tetapi

di ruas kanan terdiri dari penjumlahan dua suku. Bentuknya adalah sebagai

berikut:

q(T, V, z) = ln Z =
∑

i

ln(1 + z1 e−βεi) +
∑

i

ln(1 + z2 e−βεi) (3.10)
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III Perhitungan Fungsi-fungsi Termodinamika Sistem Statistika Fuzzy

Sedangkan rerata jumlah total partikel N(T, V, z) dapat dituliskan berupa:

N(T, V, z) =
∑

i

1

z−1
1 e−βεi + 1

+
∑

i

1

z−1
2 e−βεi + 1

(3.11)

Karena rata-rata energi diperlukan untuk menambah partikel-partikel lain

ke dalam sistem, µ juga harus meningkat bersamaan dengan meningkatnya

jumlah partikel tersebut di dalam volume yang tetap. Sebab diperlukan suatu

state energi yang lebih tinggi untuk setiap penambahan lebih dari satu partikel

baru ke dalam sistem. Di sini, semua nilai-nilai µ yang mungkin adalah tidak

terbatas.

Sedangkan untuk sistem yang volumenya sangat besar, ketika limit energi

kontinum, jumlahan di dalam persamaan (3.10) dan (3.11) dapat diganti

dengan pengintegralan untuk seluruh keadaan-keadaan kuantum partikel. Se-

hingga dapat dituliskan

∑
i

→ V

(2π)3

∫
d3k =

2πV

h3
(2m)3/2

∫
ε1/2dε (3.12)

dengan k = p
~ .

Rumusan tersebut dapat juga dijabarkan dengan meninjau suatu ruang

fase klasik yang partikelnya invarian di bawah aksi permutasi. Interpretasi

kuantitas ini

∑
=

∫
d3r d3p

h3
=

4πV

h3

∫
p2 dp =

2πV

h3
(2m)3/2

∫
ε1/2dε (3.13)

adalah jumlah keadaan-keadaan kuantum partikel yang ada di dalam ruang

fase partikel tunggal tersebut (Greiner dkk., 1995).

Kemudian didefenisikan suatu besaran g(ε) yang diinterpretasikan sebagai

densitas state-state partikel tunggal.
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g(ε) =
d
∑
dε

=
2πV

h3
(2m)3/2ε1/2 (3.14)

Dari pengertian di atas, telah dapat disajikan bahwa untuk sistem yang

volumenya sangat besar, ketika limit energi kontinum, jumlahan di dalam per-

samaan (3.10) dan (3.11) dapat diganti dengan pengintegralan untuk seluruh

state-state partikel yang ada. Dengan bahasa lain

∑
i

→
∫

g(ε) dε (3.15)

Dengan demikian, modofikasi persamaan (3.10) dan (3.11) menjadi bentuk

integral dapat dituliskan

q(T, V, z) = ln Z =

∫ ∞

0

g(ε) dε ln(1 + z1 e−βεi)

+

∫ ∞

0

g(ε) dε ln(1 + z2 e−βεi) (3.16)

Sedangkan rerata jumlah total partikel N(T, V, z) dapat dituliskan menjadi

N(T, V, z) =

∫ ∞

0

g(ε) dε
1

z−1
1 e−βεi + 1

+

∫ ∞

0

g(ε) dε
1

z−1
2 e−βεi + 1

(3.17)

Rapat keadaan partikel pada persamaan (3.14) perlu dikalikan dengan

suatu faktor g sehingga akan mengakomodasi berbagai perilaku sebarang

partikel-partikel tunggal yang berada di dalam energi level yang tergenerasi

dengan derajad degenerasi g. Sebagai contoh, untuk kasus elektron, g = 2s+1,

dengan s adalah spin partikel. Oleh sebab itu, persamaan (3.14) dapat berben-

tuk

g(ε) = g
2πV

h3
(2m)3/2ε1/2 (3.18)

Dengan mensubstitusikan nilai g(ε) ke dalam persamaan (3.16) dan (3.17),

Skripsi/Frenky S.M. 21
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dapat diperoleh

q(T, V, z) = g
2πV

h3
(2m)3/2

[∫ ∞

0

dε ε1/2 ln(1 + z1 e−βεi)

+

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln(1 + z1 e−βεi)

]
(3.19)

q(T, V, z) = g
2πV

h3
(2m)3/2 2

3
β

[∫ ∞

0

dε
ε3/2

z−1
1 eβεi + 1

+

∫ ∞

0

dε
ε3/2

z−1
2 eβεi + 1

]
(3.20)

Sedangkan rerata jumlah total partikel N(T, V, z) dapat dituliskan menjadi

N(T, V, z) = g
2πV

h3
(2m)3/2

[∫ ∞

0

dε
ε1/2

z−1
1 eβεi + 1

+

∫ ∞

0

dε
ε1/2

z−1
2 eβεi + 1

]
(3.21)

Dengan memisalkan x = βε, suku pengintegralan pada persamaan (3.20)

dan (3.21) dapat dituliskan dengan memakai fungsi berikut (Greiner dkk.,

1995)

fn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1 dx

z−1 ex + 1
, 0 ≤ z ≤ ∞ (3.22)

Sehingga persamaan di atas dapat ditulis:

q(T, V, z) =
pV

kT
=

gV

λ3

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
, (3.23)

dan

N(T, V, z) =
gV

λ3

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
(3.24)
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dengan λ = ( h2

2πmkT
)1/2 yang sering disebut sebagai panjang gelombang termal

(thermal wavelength).

Adapun sifat-sifat fungsi fn(z) yang ada pada persamaan (3.22), untuk

z < 1, dapat dituliskan sebuah ekspansi sebagai berikut:

1

z−1ex + 1
= ze−x 1

1 + ze−x
= ze−x

∞∑
k=0

(−ze−x)k =
∞∑

k=1

(−1)k−1zke−kx (3.25)

Apabila ekspansi ini diterapkan pada persamaan (3.22), maka diperoleh

bentuk fungsi fn(z) yang lebih sederhana:

fn(z) =
1

Γ(n)

∞∑
k=1

(−1)k−1 zk

kn

∫ ∞

0

dy yn−1 e−y =
∞∑

k=1

(−1)k−1 zk

kn
(3.26)

dimana y = kx, dan perhitungan (nilai) fungsi Γ telah dimasukkan ke dalam

suku integral.

Sedangkan untuk derivatif fungsi fn(z), formulanya dapat dituliskan seba-

gai berikut (Greiner dkk., 1995)

∂

∂z
fn(z) =

1

z
fn−1(z) (3.27)

di mana persamaan (3.27) ini berlaku umum untuk seluruh nilai z.

Dengan demikian, fungsi-fungsi termodinamika lainnya telah dapat diten-

tukan dengan mudah. Untuk rerata energi internal sistem dapat diperoleh

melalui

U = − ∂

∂β
ln Z

∣∣∣∣∣
z,V

= kT 2 gV

∂T
ln Z

∣∣∣∣∣
z,V

=
3

2
kT

gV

λ3

[
f5/2(z1)+f5/2(z2)

]
(3.28)

Menggunakan persamaan (3.24), suku gV/λ3 dapat dieliminasi; sehingga rerata
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energi internal sistem statistika ini disajikan dengan hasil

U =
3

2
NkT

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] (3.29)

Berbeda dengan rerata energi internal sistem. Panas jenis sistem dapat

ditentukan dengan mendiferensialkan energi internal tersebut terhadap tem-

peratur. Untuk dapat menyelesaikannya, perlu digunakan ‘aturan’ derivatif z

terhadap T .

Dengan menggunakan persamaan (3.24) diperoleh

∂

∂T

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
=

∂

∂T

(
Nλ3

V g

)
∂z

∂T

∂

∂z

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
= − 3

2T

(
Nλ3

V g

)
∂z

∂T

1

z

[
f1/2(z1) + f1/2(z2)

]
= − 3

2T

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
(3.30)

atau

∂z

∂T

∣∣∣∣∣
V,N

= −3

2

z

T

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
[
f1/2(z1) + f1/2(z2)

] (3.31)

Untuk sistem statistika fuzzy (0, 2) penentuan panas jenisnya mirip dengan

metodologi perhitungan panas jenis pada sistem Fermi gas ideal. Hanya saja

statistika fuzzy (0, 2) ini melibatkan 2 variabel z yang berbeda1 —yaitu z1 dan

z2— sehingga penyelesaiannya menghasilkan suku yang lebih banyak dibanding

sistem Fermi gas ideal.

Melalui persamaan (3.6), (3.27), (3.29) dan (3.31), panas jenis sistem sistem

1 Variabel z1 dan z2 bisa bernilai sama ketika parameter α1 dan α2 bernilai 0, 5
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statistika fuzzy (0, 2) dapat dijabarkan sebagai berikut:

CV =
3

2
Nk

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] − 9

4
Nk

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
[
f1/2(z1) + f1/2(z2)

]
+

9

4
Nk

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] , (3.32)

maka:

CV =
15

4
Nk

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] − 9

4
Nk

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
[
f1/2(z1) + f1/2(z2)

] ,

atau

CV

Nk
=

15

4

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] − 9

4

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
[
f1/2(z1) + f1/2(z2)

] (3.33)

Energi bebas suatu sistem didefenisikan oleh F = U − TS = Nµ − pV .

Dengan menggunakan kaitan µ = kT ln z dan p diperoleh melalui persamaan

(3.23) dan (3.24), energi bebas sistem statistika fuzzy (0, 2) dengan mudah

dapat dihitung, yaitu:

F = NkT ln z − kT
gV

λ3

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
(3.34)

Begitu pula halnya dengan entropi. Entropi dapat didefenisikan sebagai:

S =
1

T
(U − F ). (3.35)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.29) dan (3.34) ke dalam persamaan
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(3.35), diperoleh entropi sistem berupa:

S =
1

T

[
3

2
NkT

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]+kT
gV

λ3

[
f5/2(z1)+f5/2(z2)

]
−NkT ln z

]
,

S

Nk
=

3

2

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] +

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] − ln z,

sehingga entropi sistem statistika fuzzy (0, 2) tersebut dapat dituliskan dalam

bentuk:

S

Nk
=

5

2

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] − ln z (3.36)

Selanjutnya, agar mempermudah tampilan grafik fungsi-fungsi termodina-

mika di atas, perlu diperkenalkan variabel baru. Untuk memperolehnya, ditin-

jau suatu bentuk panjang gelombang termal (thermal wavelength) yang terde-

fenisi sebagai berikut:

λ =

(
2π~2

m kT

)1/2

(3.37)

serta fugasitas z didefenisikan oleh

z = eβµ = eµ/kT (3.38)

Bentuk persamaan (3.37) dan (3.38) di atas dapat dimodifikasi dengan

melakukan penyederhanaan sebagai berikut:

µ = µ′µ0 (3.39)

dengan µ0 adalah µ ketika T → 0, sehingga
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µ′ =
µ

µ0

(3.40)

di mana µ′ adalah nilai yang tak berdimensi. Kemudian diperkenalkan variabel

suhu yang baru T ′, dengan meninjau

T = a T ′ (3.41)

dengan a = µ0

k
. Dengan demikian, variabel T ′ merupakan kuantitas yang tak

berdimensi, yaitu berupa:

T ′ =
T

a
(3.42)

Bentuk panjang gelombang termal λ pada persamaan (3.37) dapat dimo-

difikasi melalui penyederhanaan berikut ini:

λ =

(
1

m′ T ′

)1/2

(3.43)

di mana m′ = m
b
, dengan b = 2π~2

µ0
. Besaran m′ adalah varibel massa bernilai

bebas, namun penyajian grafik yang ditampilkan di dalam Tugas Akhir ini

hanya mengambil nilai m′ = 1.

Dengan demikian persamaan (3.38) dapat dituliskan ke dalam bentuk fu-

gasitas yang baru, yaitu:

z = eµ′/T ′
(3.44)

Dengan bentuk persamaan (3.43) dan (3.44) inilah grafik fungsi-fungsi ter-

modinamika disajikan. Untuk selanjutnya, agar memudahkan penulisan, tanda

’ (aksen) dihilangkan. Dengan begitu T , µ dan m selalu dihitung dalam satuan

yang telah termodifikasi.
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3.3 Perilaku Sistem Statistika Fuzzy (0, 2)

Melalui persamaan (3.24), (3.29), (3.33) dan (3.36), sifat-sifat termodinamika

sistem ini telah dapat diketahui dengan mengamati berbagai karakteristik

grafik fungsinya. Dalam Tugas Akhir ini, grafik-grafik fungsi yang diperoleh

berasal dari perhitungan komputasi sederhana dengan menggunakan program

maple 9.5.

3.3.1 Rerata Jumlah Total Partikel

Dengan menggunakan defenisi persamaan ((3.26)) di atas, perilaku rerata jum-

lah total partikel sistem statistika fuzzy telah dapat diketahui.

Gambar (A.1) dan (A.2) menunjukkan bahwa rerata total jumlah partikel

persatuan volum N/V akan bertambah dengan meningkatnya T . Selain itu,

gambar (A.1) juga mengisyaratkan makna bahwa grafik dengan nilai α1 = 0, 3

berperilaku sama dengan grafik α1 = 0, 7 (warna biru berhimpit dengan warna

kuning). Sedangankan grafik α1 = 0 berperilaku sama dengan grafik α1 = 1

untuk nilai µ yang sama. Hal ini terbukti dengan saling berhimpitnya warna

garis untuk masing-masing nilai α yang berkesesuaian (warna merah berimpit

dengan warna hitam). Sifat tersebut sebenarnya dapat dimengerti dengan me-

nilik informasi pada syarat awal FPKL statistika ini yang mendefenisikan

bahwa α1 + α2 = 1. Rerata total jumlah partikel N/V ini meningkat relatif

lebih tinggi pada saat variabel µ bertambah besar, seperti tampak pada gambar

(A.2). Semua fungsi N(T, V, z) tersebut ‘bergerak’ dengan transisi kontinum

untuk sebarang nilai α1 dan α2, dengan α1 + α2 = 1.

Di samping itu, kenaikan rerata total jumlah partikel N , pada sistem sta-

tistika fuzzy (0, 2), juga berlaku untuk kenaikan µ. Tampak dari gambar (A.3)

yang menunjukkan bahwa kenaikan µ berakibat rerata total jumlah partikel
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N semakin besar. Akan tetapi, kenaikan rerata total jumlah partikel N pada

sistem statistika fuzzy (0, 2) ini lebih tinggi dibanding dengan sistem Fermi,

sebagaimana tampak pada gambar (A.4).

3.3.2 Energi Internal Sistem

Melalui persamaan (3.29), perilaku grafik fungsinya dapat diselidiki. Gam-

bar (A.5) menunjukkan perilaku energi internal sistem statistika fuzzy terse-

but. Tampak bahwa kenaikan energi internal sistem berlaku seiring dengan

meningkatnya temperatur T . Sifat energi internal seperti ini sering disebut

sebagai energi sensibel.

Energi sensibel adalah energi yang berkaitan dengan temperatur zat, se-

makin tinggi temperatur zat semakin tinggi energi sensibelnya. Akan tetapi,

dalam sistem statitistika fuzzy (0, 2) ini, kenaikan energi internal sistem ini

tidak berlaku untuk seluruh kenaikan interval T . Pada suhu yang relatif ren-

dah, energi internal sistem justru menurun.

Gambar (A.6) memperlihatkan bahwa energi internal sistem menurun pada

interval suhu 0 ≤ T ≤ 0, 5. Interval suhu di mana energi internal sistem ini

menurun tergantung pada nilai α1 dan α2 tertentu. Selain parameter α1 dan α2,

faktor yang mempengaruhi penurunan energi internal sistem —pada interval

suhu tertentu— adalah µ. Semakin tingggi nilai µ, interval suhu yang menye-

babkan menurunnya energi internal sistem semakin besar. Tingkat kenaikan

energi internal sistem statistika fuzzy (0, 2) ini juga naik dengan meningkat-

nya nilai µ pada temperatur T konstan. Tampak pula bahwa untuk α1 = 0, 2

kenaikan rerata energi internal sistemnya lebih tinggi dibanding α1 = 0, 7.
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3.3.3 Panas Jenis Sistem

Panas jenis sistem CV adalah kemampuan partikel-partikel sistem untuk me-

nyerap atau melepaskan kalor persatuan suhu. Pada gambar (A.10) tampak

bahwa, panas jenis sistem CV /Nk meningkat sangat cepat pada interval suhu

0 ≤ T ≤ 1. Akan tetapi, di atas interval suhu tersebut kenaikan panas jenis

CV /Nk sangat pelan, seolah menuju suatu nilai yang konstan. Kondisi seperti

ini muncul ketika panas jenis berada pada nilai 1, 4.

Gambar (A.10) juga menunjukkan bahwa harga CV sistem berubah-ubah

besarnya kalau suhunya berubah. Sedangkan pada suhu T yang tetap, panas

jenis sistem CV /Nk mengecil seiring dengan meningkatnya nilai µ. Penurunan

nilai panas jenis sistem CV /Nk ini relatif lebih cepat pada suhu yang lebih

rendah, sebagaimana tampak pada gambar (A.11).

Apabila dibandingkan dengan sistem Fermi Gas Ideal, nilai panas jenis CV

statistika fuzzy (0, 2) lebih tinggi. Hal ini mengisyaratkan bahwa sistem partikel

statistika fuzzy (0, 2) memiliki kecenderungan lebih lambat panas dibanding

sistem Fermi Gas Ideal.

3.3.4 Entropi Sistem

Secara mikroskopis, entropi berkaitan dengan ketidakteraturan. Pada saat en-

tropi minimum hal ini mengandung arti bahwa keadaan tersebut bisa ‘ditebak’,

teratur, kaku dan jelas. Sedangkan semakin tinggi nilai entropinya, ketidak-

teraturan sistem bertambah tinggi (semakin kacau). Dengan kata lain, entropi

yang merupakan besaran ekstensif adalah kuantitas untuk mengukur keka-

cauan (disorder) pada tingkat mikroskopis pada suatu sistem tertentu.

Pada sistem Fermi Gas Ideal, gambar (A.12), kenaikan temperatur meng-

akibatkan entropi meningkat. Seluruh entropinya bernilai positif. Sedangkan

pada suhu yang tetap, nilai entropi sistem S/Nk cenderung lebih menurun
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dengan meningkatnya nilai µ seperti tampak pada gambar (A.13) dan nilai

entropinya juga positif.

Uniknya pada sistem statistika fuzzy (0, 2), pada suhu tertentu, ada nilai

entropi negatif [lihat gambar (A.15)]. Tampak pula bahwa penurunan entropi

sistem S/Nk ada yang negatif dengan meningkatnya nilai µ, khususnya pada

µ yang tingggi, sebagaimana tampak pada gambar (A.13).

Fenomena tersebut tidak boleh terjadi karena tidak sesuai dengan postulat

mekanika statistik yang mengatakan bahwa pada suhu nol mutlak, entropi

suatu sistem harus bernilai (mendekati) nol. Oleh karena itu, perlu ditentukan

batasan agar diketahui berapa nilai µ yang menenuhi agar entropi sistem ini

bernilai positif.

Gambar 3.1

Grafik S/Nk versus µ

Gambar (A.15) memperlihatkan bahwa entropi sistem statistika fuzzy (0, 2)

bernilai negatif pada suhu yang rendah. Untuk itu, perlu diselidiki batasan nilai
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Gambar 3.2

Grafik S/Nk versus µ

µ yang memenuhi pada suhu rendah ini sehingga akan diperoleh entropi sistem

yang positif. Dalam hal ini, µ diselidiki pada T → 0.

Gambar (3.2) menunjukkan bahwa entropi sistem statistika fuzzy (0, 2) ini

bernilai positif hanya untuk µ ≤ 0. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa

sistem statistika fuzzy (0, 2) ‘bekerja’ hanya pada wilayah µ ≤ 0 saja. Syarat

seperti ini mirip dengan syarat sistem Boson. Bedanya, syarat µ ≤ 0 pada

sistem Boson diperoleh dari persyaratan bahwa rerata jumlah total partikel N

tidak boleh negatif. Sedangkan pada sistem statistika fuzzy (0, 2) ini, batasan

µ ≤ 0 diperoleh dari sifat bahwa entropi sistem tidak boleh negatif pada suhu

nol mutlak.

Berdasarkan syarat µ ≤ 0, perlu diselediki kembali perilaku fungsi-fungsi

termodinamika yang pada pembahasan sebelumnya syarat ini tidak ditinjau.

Fungsi rerata jumlah total partikel N versus temperatur T , patut diselidiki
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perilakunya pada wilayah µ ≤ 0. Begitu pula halnya dengan entropi S, energi

internal U dan panas jenis CV .

Gambar 3.3

Grafik N/V versus µ

Gambar (3.4) menunjukkan bahwa, pada kondisi µ ≤ 0 , rerata total jumlah

partikel persatuan volum N/V juga akan bertambah dengan meningkatnya T ,

seperti pada gambar (A.2). Tampak pula bahwa rerata jumlah partikel N

semakin kecil dengan semakin kecilnya nilai µ. Ini merupakan indikasi bahwa

sistem ini cenderung untuk menyerap partikel.

Gambar (3.6), dengan µ ≤ 0, memperlihatkan adanya perbedaan karakter-

istik U/Nµ0 dibanding grafik U/Nµ0 sebelumnya [gambar (A.6)]. Pada gambar

(A.6) tampak adanya penurunan nilai U/Nµ0 —untuk µ > 0— pada interval

suhu tertentu. Sedangkan pada wilayah µ ≤ 0, seluruh nilai U/Nµ0 positif dan

meningkat secara linear seiring dengan meningkatnya temperatur T . Dengan

demikian telah dapat dipastikan bahwa keanehan seperti yang terlihat pada

gambar (A.6), tidak muncul lagi pada cakupan µ ≤ 0.

Pada gambar (3.5) terlihat bahwa energi internal U/Nµ0 akan mengalami
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Gambar 3.4

Grafik N/V versus T , dengan µ ≤ 0

kenaikan dengan naiknya µ. Hal ini menunjukkan bahwa sistem ini cenderung

menambah jumlah partikel ke dalam sistem. Kenaikan suhu menyebabkan

partikel-partikel yang berada pada suatu aras tenaga akan berfluktuasi se-

hingga menyebabkan energi internal akan semakin besar.

Grafik panas jenis sistem pada gambar (A.10) memperlihatkan hubungan

panas jenis dengan temperatur T . Tampak bahwa panas jenis sistem CV /Nk

akan meningkat dengan meningkatnya suhu T . Akan tetapi, grafik panas jenis

sistem statistika fuzzy (0, 2) untuk µ ≤ 0, menunjukkan hal sebaliknya. Grafik

panas jenis sistem CV /Nk pada gambar (3.7) menyajikan hal yang unik. Pada

interval suhu yang rendah, panas jenis sistem tetap, kemudian nilai CV /Nk

meningkat drastis dan pada akhirnya nilai CV /Nk menurun asimtotik dengan

bertambahnya suhu.

Sifat entropi sistem statistika fuzzy (0, 2) ini juga menarik. Gambar (3.8)

memperlihatkan bahwa entropi sistem justru menurun dengan bertambahnya

suhu. Ini merupakan sebuah keunikan di mana suatu sistem partikel bertambah

keteraturannya ketika suhu dinaikkan?
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Gambar 3.5

Grafik U/Nµ0 versus T dengan µ berbeda
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Gambar 3.6

Grafik U/Nµ0 versus T

Gambar 3.7

Grafik CV /Nk versus T
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Gambar 3.8

Grafik S/Nk versus T
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Bab IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Sistem statistika fuzzy (0, 2) yang ditinjau perilaku termodinamikanya telah

diketahui melalui berbagai grafik fungsi kuantitas ekstensifnya. Dari hasil dan

pembahasan, diperoleh beberapa kesimpulan:

1. Besaran-besaran termodinamika sederhana sistem statistika fuzzy (0, 2)

seperti jumlah rerata partikel N , rerata energi internal U , panas jenis

CV dan entropi S adalah:

a) N(T, V, z) =
gV

λ3

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
;

b) U =
3

2
NkT

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] ;
c)

CV

Nk
=

15

4

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] − 9

4

[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

]
[
f1/2(z1) + f1/2(z2)

] ;
d)

S

Nk
=

5

2

[
f5/2(z1) + f5/2(z2)

]
[
f3/2(z1) + f3/2(z2)

] − ln z.

2. Sistem statistika fuzzy (0, 2) berlaku pada wilayah µ ≤ 0. Syarat seperti

ini mirip dengan syarat sistem Boson. Bedanya, syarat µ ≤ 0 pada sistem
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Boson diperoleh dari persyaratan bahwa rerata jumlah total partikel N

tidak boleh negatif. Sedangkan pada sistem statistika fuzzy (0, 2) ini,

batasan µ ≤ 0 diperoleh dari sifat bahwa entropi sistem tidak boleh

negatif pada suhu nol mutlak.

3. Sistem statistika fuzzy (0, 2) memiliki kecenderungan untuk menyerap

partikel.

4. Menurunnya nilai U/Nµ0 pada kenaikan interval suhu tertentu tidak

terjadi pada syarat µ ≤ 0. Akan tetapi pada daerah µ > 0, ada daerah di

mana kenaikan interval suhu tertentu mengakibatkan nilai U/Nµ0 turun.

5. Perilaku panas jenis yang tiba-tiba naik dan adanya penurunan en-

tropi dengan penambahan suhu merupakan hal-hal aneh yang ditemukan.

Sampai saat ini, kami belum mengetahui alasan penyebabnya.

4.2 Saran

1. Dalam menganalisa sistem statistika fuzzy (0, 2) ini, perlu dilakukan ka-

jian yang melibatkan sistem yang lebih realistis, misalnya sistem yang

partikelnya berada pada potensial tertentu.

2. Perlu dilakukan penelitian serupa untuk sistem statistika fuzzy (2, 0).
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LAMPIRAN

A Grafik Fungsi-fungsi Termodinamika

Berikut tampilan grafik fungsi-fungsi termodinamika yang dibahas dalam Tu-

gas Akhir ini.

Gambar A.1

Grafik N/V versus T ; µ tetap
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Lampiran

Gambar A.2

Grafik N/V versus T ; dengan variabel µ berbeda

Gambar A.3

Grafik N/V versus µ
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Lampiran

Gambar A.4

Grafik N/V versus µ, T tetap

Gambar A.5

Grafik U/Nµ0 versus T , µ tetap

Skripsi/Frenky S.M. 43



Lampiran

Gambar A.6

Grafik U/Nµ0 versus T , µ berbeda
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Gambar A.7

Grafik U/Nµ0 versus T , µ ≤ 0
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Gambar A.8

Grafik U/Nµ0 versus µ, T tetap
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Gambar A.9

Grafik U/Nµ0 versus µ
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Gambar A.10

Grafik CV /Nk versus T

Gambar A.11

Grafik CV /Nk versus µ
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Gambar A.12

Grafik S/Nk versus T

Gambar A.13

Grafik S/Nk versus T

Skripsi/Frenky S.M. 49



Lampiran

Gambar A.14

Grafik S/Nk versus T

Gambar A.15

Grafik S/Nk versus T
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